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Problema

Descripcién del problema

Queremos encontrar soluciones al problema periédico con medidas

dp = f(t,(t))dp
{ #(0) = o(T) (P)

donde 4 es una medida de Borel finita, f : [0, T] x R” — R” estd
acotada y es localmente Lipschitz respecto a las segunda variable.
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Problema

Descripcién del problema

Queremos encontrar soluciones al problema periédico con medidas

do = f(t,0(t))dp
{ #(0) = o(T) ()

donde 4 es una medida de Borel finita, f : [0, T] x R” — R” estd
acotada y es localmente Lipschitz respecto a las segunda variable.

Definicion

Entendemos como solucion de (P), a una funcion ¢ : R" — R" tal que
»(0) = p(T), pe BV([0, T]), es continua a izquierda, y para todo
conjunto de Borel A vale que

o (A) = /A (2, 0(1)) diu(2).
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Problema

Método Shooting

Usaremos el método Shooting, partimos de una solucién ¢, al problema

de valores iniciales J (b o(8))d
¢ =f(t,p(t)du
PVI
{ 2(0) = X (PVI)

y variar el pardmetro A\ hasta que )\ (T) = .

Junio de 2023 —Sierra, Acinas y Mazzone



Problema

Método Shooting

Usaremos el método Shooting, partimos de una solucién ¢, al problema
de valores iniciales (. 0(8)
do = f(t,(t))du
’ PVI
Lot 25 (Pv)

y variar el pardmetro A\ hasta que )\ (T) = .
Vamos determinar hipdtesis para que
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Problema

Método Shooting

Usaremos el método Shooting, partimos de una solucién ¢, al problema
de valores iniciales J (b o(8))d
p = 1(t,p(t))du
PVI
Lot 25 (Pv)

y variar el pardmetro A\ hasta que )\ (T) = .
Vamos determinar hipdtesis para que

= Exista solucién del PVI y este bien definida.

Junio de 2023 —Sierra, Acinas y Mazzone 3/17



Problema

Método Shooting
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de valores iniciales J (b o(8))d
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Problema

Método Shooting

Usaremos el método Shooting, partimos de una solucién ¢, al problema

de valores iniciales J (b o(8))d
{ ¢f0) Syreen (PVI)
y variar el pardmetro A\ hasta que )\ (T) = .
Vamos determinar hipdtesis para que

= Exista solucién del PVI y este bien definida.

= Las soluciones @, estén definidas en el intervalo [0, T].

= Exista al menos un valor de A para el cual p\(T) = A
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Problema

Antecedentes

En el trabajo

@ Gaston Beltritti, Stefania Demaria, Graciela Giubergia, Fernando
Mazzone.
THE PICARD-LINDELOF THEOREM AND CONTINUATION OF
SOLUTIONS FOR MEASURE DIFFERENTIAL EQUATIONS

demuestran que bajo las hipdtesis
P-1) Para cada x € R", f(t,x) p-medible en la variable t.
P-2) Para cada t € [0, T], f(t,x) es continua y acotada en la variable x, .
P-3) Existen a, b € R tal que |f(t,x)| < a|x| + b para todo x € R".
P-4) Existe L € R tal que para x,y € R"
[f(t,x) = f(t,y)| < Lx—yl.

Existe solucién al problema de valores iniciales PVI.
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Problema

Condicién de teletransportacion

Definicion
Diremos que el campo f : [0, T] x R" — R"” cumple la condicion de
teletransportacion en B(0, R), si para todo x € B(0, R) vale que

x + f(t,x)u{t} € B(0,R)

donde p es una medida de Borel positiva y finita.
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Resultado

Resultado.

Teorema

Sea f : [0, T] x R" — R"que cumple con las hipdtesis P-1) a P-4), y
supongamos que

P-5 Existe B(0, R) = R"para la cual f cumple la condicién de
teletransportacion .

P-6 Para todo |u| = R y t € [0, T], si u({t}) = 0 entonces

f(t,u)-u<D0.

Entonces existe ) solucion del problema P, es decir p(0) = ox(T).

v
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Resultado

Operador de Poincaré

Definicion
Sea P : R" — R" el operador que a cada valor inicial X le asigna el valor
©x(T), es decir P(\) = @x(T). LLamaremos a P operador de Poincaré.

Si existiese un valor A tal que ¢ (0) = p,(T), entonces ese valor serfa
un punto fijo del operador de Poincaré, es decir P(\) = A.

Para ver si el operador de Poincaré tiene puntos criticos vamos a usar el
Teorema de punto fijo de Brouwer.
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Resultado

Esquema de la demostracién

Teorema de Brouwer

Sea B(0, R) una bola de R" y sea P continuo y P (B(O, R)) c B(0, R).
Entonces existe x € B(0, R) tal que P(x) = x.

Por lo tanto probamos que con las hipétesis P-1) a P-6)

= El| operador P estd bien definido, es decir, la solucién al problema de
valores iniciales ¢, estd definida en todo el intervalo [0, T].
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Resultado

Esquema de la demostracién

Teorema de Brouwer

Sea B(0, R) una bola de R" y sea P continuo y P (B(O, R)) c B(0, R).
Entonces existe x € B(0, R) tal que P(x) = x.

Por lo tanto probamos que con las hipétesis P-1) a P-6)

= El| operador P estd bien definido, es decir, la solucién al problema de
valores iniciales ¢, estd definida en todo el intervalo [0, T].
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Resultado

Esquema de la demostracién

Teorema de Brouwer

Sea B(0, R) una bola de R" y sea P continuo y P (B(O, R)) c B(0, R).
Entonces existe x € B(0, R) tal que P(x) = x.

Por lo tanto probamos que con las hipétesis P-1) a P-6)

= El| operador P estd bien definido, es decir, la solucién al problema de
valores iniciales ¢, estd definida en todo el intervalo [0, T].

= El| operador es continuo.

» Existe R > 0 para el cual P (B(o, R)) < B(O,R).
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Resultado

Continuidad del operador P

Sea ¢ la solucién del problema P en el intervalo | = [0,6) y xo € R, tal
que ¢(0) = xo. Sea xp € B(xp, r/2) y sea @ una solucién para la
condicién inicial ¢(0) = X5. Entonces

lp(8) = BB < lIx0 — %ol + L/[O ) lo(r) = &(2)] dpu(r)
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Resultado

Continuidad del operador P

Sea ¢ la solucién del problema P en el intervalo | = [0,6) y xo € R, tal
que ¢(0) = xo. Sea xp € B(xp, r/2) y sea @ una solucién para la
condicién inicial ¢(0) = X5. Entonces

lp(8) = BB < lIx0 — %ol + L/[O ) lo(r) = &(2)] dpu(r)

Desigualdad de Gronwall

Sea p una medida de Borel, finita y positiva, y u: [0, T| — R tal que
ve lY(p). Siu(t) <c+ f[O,t) u(r) du(r) entonces

u(t) < cK(£)eKOR1D)

donde K(t) = H (1+ p({r})), b < p y continua.
7[0,t)
n({7}#0)

v
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Resultado

Solucién en todo el intervalo [0, T]

Para demostrar que el operador P esta bien definido, usamos el siguiente
teorema demostrado en [B-D-G-M]

Teorema

Sea 11 una medida de Borel finita, f localmente Lipschitz respecto a la
variable vectorial y ¢ la solucién maxima de P en | = [ty, t1). Entonces
una y solo una de las afirmaciones es verdadera:
i Para todo K € Q = [0, T) x R" existe t, € | tal que (t,¢(t)) ¢ K
para todo t € (tp, ty).
ii Existe el limite x; = lim (t), tal que (t1,x1) €Q y

t—t;

(t1, 0(t1) + f(t1, o(t1))u({t1})) ¢ Q.
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Resultado

Supongamos que @) es la solucién al PVI y que esta definida en el
intervalo [0, t;), donde t; < T, luego se debe cumplir una de las dos
condiciones anteriores.

= De la hipdtesis P-3) mostramos que existe R > 0 tal que [|pa]| < R.

. . T—1t
= La primera condicién no se cumple pues para € = > el

compacto
K. =1[0,t1] x B(0O,R) €0, T) x R"

y todo par (t,¢(t)) € K..
= La segunda tampoco pues

(t1, (1) + f(t1, p(t1))p({t})) € [0, T] x R™.

Por lo tanto, la solucién ¢, debe estar definida para todo t € [0, T1.
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Resultado

P (BG.R)) = BOR)

= La hipétesis P-5 del teorema, nos dice que existe una bola B(0, R)
donde para todo t € [0, T] y x € B(0, R) vale que

x + f(t,x)u({t}) € B(0O, R)

Lo cual nos asegura que si partimos de una condicién inicial
x0 € B(0, R), la solucién no se sale de B(0, R).

= De la hipétesis P-6 mostramos que si partimos de una condicién
inicial xo € ?B(0, R) la solucién se " movera” hacia el interior de la
bola.

Por lo tanto P (B(o, R)) - B(O,R).
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Resultado

Conclusién

= Las hipotesis P-1) a P-4) nos aseguran que el operador de poincaré
esta definido en todo el intervalo [0, T].

= Con la desigualdad de Gronwall probamos que el operador de
poincaré es continuo.

= De las hipdtesis P-5 y P-6 probamos que P <B(O, R)) c B(0, R).

Junio de 2023 —Sierra, Acinas y Mazzone



Comentarios

Comentarios finales

Si queremos resolver

du’ = g(t,u(t)) dv (1)
u(0)—u(T)=u(0)—u(T)=0

reducimos el orden y transformamos el problema en el siguiente sistema,
tomando v/ = v y llamando ¢(t) = (u(t), v(t))

{ d(p = (va(ta U(t))) ’ d()\,l/)
©(0) —¢(T) =0

Donde A representa la medida de Lebesgue.
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Comentarios

Ahora definimos la medida positiva & = |A| + |v|, entonces v < p y
A & u, y por el Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodyn, existen £, y fy
p—integrables tal que

/Ah(t) dy:/Ah(t)f,,(t) iy /Ah(t) d)\:/Ah(t)-f,\(t) d.

Por lo tanto, el problema de segundo orden con medida, (1) se
transformé en un problema de primer orden con una medida
absolutamente continua respecto de la primera,

{ do = (v-fyg(t,u(t)-f,)) du
©(0) —p(T) =0
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iMuchas gracias por su atencion!
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